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К сведению учителя 


Кадры 3-20 предназначены для рабо¬ 
ты по учебнику «Геометрия» А. В. Погоре- 
лова, остальные—по учебнику «Геометрия» 
Л. С. Атанасяна, В. Ф. Бутузова, С. Б. Кадом¬ 
цева, Э. Г. Позняка. 

Стрелки в кадрах напоминают, что здесь 
учащимся надо перечислить известные им 
следствия из условия или те утверждения, 
из которых следует истинность заключения. 

Многоточие в кадрах означает требова¬ 
ние закончить доказательство предлагаемой 
теоремы. 


0 
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Две прямые называются перпендику¬ 
лярными, если они пересекаются под 
прямым углом. 


В, С, 



АВ1ВС, так как ^АВС»90°. 

Какие еще ребра прямоугольного параллелепипеда пер¬ 
пендикулярны? 






Если прямые а, и Ь, пересекаются и со* 
ответственно параллельны перпендику* 
лярным прямым а и Ь, то а, и Ь,—пер¬ 
пендикулярны. 




(ц||о ь, II Ь о±Ь 

4 - * * 

• • • • • • ••• 

АВСМ—квадрат. 

АіМ« || АМ; А,В, ПАВ. 
Докажите, что иі теоремы 
следует: 4 . Ві А,М, = 90 е . 
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Прямая а называется перпендику¬ 
лярной плосности оС у если а перпен¬ 
дикулярна любой прямой х в оСу прохо¬ 
дящей через точку пересечения а и ос. 


м 



оС —плоскость треугольника АВС; МО пересекает оС в точке О; 

МО ЛсС. Назовите лерлеидикулврные лрамые. 

0 
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Теорема (признак перпендикулярности 
прямой и плоскости). Если прямая а пе¬ 
ресекает плоскость оС в точке А и пер¬ 
пендикулярна двум прямым в об, прохо¬ 
дящим через точку А, то а перпенди¬ 
кулярна об. 



Дано: а пересекает 
об а точке А 

е е • 

* 

Доказать: аХсб 


Ь и с 
лежат а об 
и проходят 
через А 


о±Ьо±с 

Ч 4 



Объясните, почему из теоремы 
следует, что ребро АВ куба 
перпендикулярно плоскостям 
передней грани и задней грани. 


А 


О 


Ш 
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Дон 


>с 


репы 


Даиоі а пересекает Ьис аХЬаЛс 

сС л А лежат в аС 


и проходят 



а±х 


і оіоС 


До 


И 
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Теорема. 

Если прямые а и Ь параллельны и пло* 
скость ос перпендикулярна прямой а, то 
об перпендикулярна прямой Ь. 



Дано: а || Ь 

4 

• # • 

• • • 

4 

Домазать: об А. Ь 


ОС 1 а 

4 





Известно, нто АА, || ВВ, ||СС,. 
оС —плоскость треугольника АВС. 
ОС-ІАА'. Докажите, нто из тео¬ 
ремы следует: ВВіХВС 

и ссавс. 


0 
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Доказательство теоремы 


ДамохаЦЬ о(±а 
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Теорема. 

Если две прямые перпендикулярны пло¬ 
скости ос, то они параллельны. 



Даио: аіоС ЬХ<* 

••• ее* 
ее* 

г 

Домазать: о || Ь 





С, 


С 


Докажите, используя теорему, 
что если А А, ХАВ: АА, ХАС ; 
СС'ХВС; СС'ІАС. то АА«||СС«. 



Доказательство теоремы 


Даиоі а1.оС; Ь±оС 


Предположим, Ь'Ш а. 



Проведем через точку С 
прямой Ь прямую Ь' II а 


Ь'Х а 


/і— плоскость, образованная Ь и Ь' 


пересекает оС по ВВ' 


ВВ'ІЬ 


ВВ'ІЬ' 






-•> 




АВ— перпендикуляр из А к 

плоскостное, если I) АВ±с*; 

2) В—точка оі. 

В— основание перпендикуляра. 
Длина АВ— расстоянио от А до оС. 

АС— наилоинаа из А к пло¬ 
скостное, если І) АС не пер¬ 
пендикуляр к оС; 2) С—точка ое. 

С— основание наклонной. 


АВ—перпендикуляр из А к оСі 
АС и АМ—наклонные. 

ВС—проекции наклонной АС 
на плоскость оС 


Назовите проекцию АМ наоС. 





Теорема о трех перпендикулярах. 



Рассмотрим перпендикуляр АВ и наклонную АС 
к плоскостиофірямую а, лежащую в сС и проходя¬ 
щую через основание наклонной. 


1. Если а перпендикулярна проекции наклон¬ 
ной. то она перпендикулярна наклонной. 

2. Если а перпендикулярна наклонной, то она пер¬ 
пендикулярна проекции наклонной. 



МО—перпендикуляр к плоскостное 
треугольника АВС; ООІАС; МК1ВС. 
Сформулируйте ту часть теоремы, 
из которой следует, что I) ОК.1ВС; 
2) МО±АС. 




2015 тл _ 

Доказательство теоремы о трех перпендикулярах. 



АВ—перпендикуляр кос; 
АС—наклонная к сС; 
СМ—прямая шсС. 

Докажем аначале: 

если МСІВС, то МС1АС. 



е • е 


МСХ АС 


Докажите, используя тот же чертеж, обратную теорему: ес¬ 
ли МСХ АС, то МСХВС. 






Рассмотрим плоскости ос и 
Э и плоскость Л, перпен¬ 
дикулярную линии их пе¬ 
ресечения. Если Л пересе¬ 
кает оС и Р по перпенди¬ 
кулярным прямым, то сС и 
$ называются перпен» 
динулярными. 



Докажите, что плоскости граней куба АВВ«А< и АВСО- 
перпендикуляриы. 





Теорема. 

Если плоскость ^ проходит через пря¬ 
мую Ь, перпендикулярную к плоскости 
оС, то 0 перпендикулярна оС . 



к 


Дано: ЫсС;Р проходит через Ь 

\ * 

е о е • • е 

• о • 

* 

Домазать: оС±$ 



КОХАС; КОХВР. 

Докажите, что из теоремы сле¬ 
дует перпендикулярность плос¬ 
костей четырехугольника АВСО 
и треугольника АКС. 



Доказательство теоремы 



Даиоз ЫоС 


Ыс 


Проведем в сС через точку пересечение Ь и сС пре- 
мую аХс 


Через а и Ь проходит плоскость % 


Ь перпеидикулерна 
любой премой в оС 


Р проходит через Ь. 
ОС и Р пересекаются 
по премой с 


Д 


: сСЛР 


• О О 
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Отрезок АВ называется 

общим перпендику¬ 
ляром скрещиваю¬ 
щихся прямых а и Ь, 

если А и В—на этих пря¬ 
мых, АВ—перпендикуляр 
к каждой из них. 


Расстоянием между скрещивающи¬ 
мися прямыми называется длина их об¬ 
щего перпендикуляра. 


Объясните, почему расстояние между скрещивающими¬ 
ся прямыми равно расстоянию между параллельными 
плоскостями, проходящими через эти прямые. 





Донаже— , что единственный общий перпен- 
дикуляр скрещивающихся прямых является 
общим перпендикуляром параллельных плоско¬ 
стей, проходящих через эти прямые. 



Через о и Ь проведем параллельные плоскости сСм 
Прямые, проходящие через а и перпендикулярные 0, 
образуют плоскость 


Завершите доказательство существования общего пер¬ 
пендикуляра скрещивающихся прямых. 

Почему прямая СМ не может быть общим перпенди¬ 
куляром а и Ь? 
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Две прямые называются перпен¬ 
дикулярными, если угол между 
ними равен 90°. 



Ребра АВ и ВС куба пер¬ 
пендикулярны* так как 
^АВС=90°. 

Объясните* почему 

АВІ.В<С< • 


о 


ЦТ] 




Лемма. 

Если две прямые параллельны и одна 
из них перпендикулярна третьей прямой, 
то и вторая перпендикулярна третьей 
прямой. 



Дамо: о II Ь оіс 

* + 

а е е е е е 

е • е 

Домазать: Ь±с 


Докажите, что из лем¬ 
мы следует перпенди¬ 
кулярность ребер куба 
АВ и СС,. 


О 





Доказательство леммы 


Данох а || Ь;аХс 


Через произвольную 
точку М проведем 
МА На, МС II с. 








Прямая а называется перпендику¬ 
лярной плоскости оС , если а перпен¬ 
дикулярна любой прямой х, лежа¬ 
щей в оС . 



оС—плоскость 
треугольника АВС; 

МОІ оС; О ей. 

Назовите перпендикулярные 
прямые. 



Теорема. 

Если две прямые параллельны и одна из 
них перпендикулярна плоскости оС , то 
и вторая перпендикулярна плоскости еС. 



Дано: о || Ь а±о( 


* 

Домазать: Ыв( 


оС—плоскость нижнего ос* 
моммия куба; ААДсС. 
Докажите, что из рассмот¬ 
ренной теоремы следует: 
ВВД<*; СС,± оС; 00Д<*. 






Доказательство теоремы 


Дано* а II Ь 


аХоС 




і і 
! 



Проведем в оС произвольную прямую х. 


аХх 


ь . 




^Ь—перпендикулярна 
ТГюбой прямой в еС 


• • • 

Домазать: ЬХсС 







Теорема. 

Если две прямые перпендикулярны од¬ 
ной и той же плоскости оС , то они па¬ 
раллельны. 



Дано: а±оС 


4 

е • е 

• ее 

* 

Домазать: а II Ь 


ЬХсС 

4 

• ее 


Прямая КВ перпендикулярна 
любой прямой а плоскости р. 
Прямая ОМ перпендикулярна 
любой прямой я плоскости р. 
Докажите, используя рассмат- 
риааемую теорему, что прямые 
КВ и ОМ параллельны. 





РГДБ 

2015 


Доказательство теоремы 


Дано: аЛоС ; ЬЛ оС 
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Теорема (признак перпендикулярности 
прямой и плоскости). 

Если прямая а пересекает плоскость ос 
и перпендикулярна двум пересекаю* 
щимся прямым в ос , то а перпендику¬ 
лярна об. 



Даноі 

пересекающиеся 
Ь и с в Ы 

е е • 

4 

Доназаты ОІсС 


о±Ь;о±с 

4 4 





у 

1 

1 


1 

У 

У 

1 

У 


с, 


с 


Докажите» что из рассма¬ 
триваемой теоремы сле¬ 
дует: ребро АВ куба пер¬ 
пендикулярно плоскости 
его передней грани. 







Доказательство те оре мы. (Случай, когда 
а проходит через точку пересечения Ь и с.) 



Дано: Ь и с а1Ь;аіс 

а пересекает лежат е оС 
сС в А и проходят 

через А 
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Доказательство теоремы. (Случай, ко¬ 
гда а не проходит через точку пересечения 
Ь и с.) 

Дано: Ь и с а±Ь;а±с 

о пересекает лежат в сС 


а оС в А и не проходят 






Теорема. 

Если С—любая точка пространства, ос — 
данная плоскость, то 

1) существует прямая с, которая про¬ 
ходит через С и перпендикулярна оС ; 

2) С—единственная. 



Дано: С—любая точка 


Проведем а сС любую прямую о 


Проведем через С плоскость 0-і.а 


В б проведем через С прямую 
с, перпендикулярную линии 
пересечения плоскостей оСт 0 


Доиазяты существует такая прямая с. 
что С 6 с и с±оС. 


Докажите единственность прямой с . 








2015 


\ 


• А 



АВ—перпендикуляр из 

точки А к плоскости оі , если 

і) ав± оі и 2) весе. 

Длина АВ—расстояние от А до оС. 


АС —ианяониа я из точки А 
к плоскости оС , если АС ие 
перпендикуляр к оС и Се оі. 



АВ—перлеидикул 

яр леС- 

АС и АМ—наклс 

«иные. 

ВС—проекция 

наклонной 

АС иа плоскость 

ОІ. 


Назовите проекцию наклонной АМ на плоскость оС . 







Твор 


Р' 


рпендимулярах 



Рассмотрим перпендикуляр АВ и наклонную 
АС к плоскости оС; прямую д, лежащую оо(. 


1. Если а перпендикулярна проекции наклонной, то 
она перпендикулярна наклонной. 

2. Если о перпендикулярна наклонной, то она 
перпендикулярна проекции наклонной. 


МО — перпендикуляр к 
плоскости Л треугольника 
АВС; МК X ВС; ОО.І.АС. 
Сформулируйте ту часть 
теоремы, из которой сле¬ 
дует, что: I) ОК X ВС; 
2) МОХ АС. 
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Доказательство теоремы 

о трех перпендикулярах. 



АВ— перпендикуляр к сС ; 
АС—наклонная к оС ; 
а—прямая в оі . 


Докажем вначале: 
если а ХВС, то аХАС. 


а ХВС 


а ХАВ 

• • 


оХАС 


Докажите, используя тот же 
чертеж, обратную теорему: 
если аХАС. то аХВС. 








Если В^оСи ВВі— перпендикуляр к 
плоскости оС , то В,— проекция В 
на ОС . Если А €ОІ , то А проек¬ 
ция А на оі . АВ, — проекция 
прямой АВ на Оі . 


Если прямая ді пересекает плоскость оі и не пер* 
пендикулярна~ оі , то угол между а и оі — это 
угол, образованный а и ее проекцией на сС . Если 
а!о(, то угол между а и оі равен 90°. 


м 



ОС—плоскость треугольника АВС; 
М ОІоС. 

Что такое угол: 

1) между МС и оі; 

2) между МО и оі ; 

3 между МА и Ы1 


А 





Если оС и р полуплоскости, не принадлежа¬ 
щие одной плоскости и имеющие общую гра¬ 
ницу о, то фигура, образованная прямой а и 
полуплоскостями^и р, называется двуграи* 
ныв углом, а — ребро двугранного угла; 
оС и р —его граии. 


Если провести плоскость ^Іо, то пересече¬ 
ние У с двугранным углом называется ли¬ 
нейным углам двугранного угла. 
Градусной мерой двугранного угла назы¬ 
вается градусная мера любого из его линей¬ 
ных углов. 


а—ребро двугранного угла; Обо; ОА лежит в 
сСі ОВ лежит в р. ОА±о, ОВХо. 

Доиажитеі ^АОВ—линейный 
угол двугранного угла. 




Если один из четырех двугранных 
углов, образовавшихся при пересе¬ 
чении плоскостей Ы и р, не больше 
любого из трех остальных, то это — 
угол между оСн р. 


Плоскости ОС и р называются 
перпендикулярными, ес¬ 
ли угол между оС * Р равен 
90 е . 


Докажите, что плоскости верх¬ 
ней и задней граней куба пер¬ 
пендикулярны. 
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Теорема. 

Если плоскость $ проходит через пря¬ 
мую Ь, перпендикулярную к плоскос¬ 
ти об, то Р перпендикулярна оС . 




Докажите, что если ^ ± о. 


то и» теоремы следует: 

Кіы. 
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Теорема 


Если АВСОАДС'О,—прямоугольный па¬ 
раллелепипед, то квадрат диагонали ра¬ 
вен сумме квадратов всех измерений. 



Даиоі 

А ВСОА<В,СіО<— прямоугольный 
параллелепипед 

4 - 

• • • 


4 

Домазать* В,0>=ВА‘+ ВС' + ВВ, 1 


Используя теорему, найдите диагонали прямоугольно¬ 
го параллелепипеда АВСОАіВіСО, , если АВ = 4 дм, 
ВС = 6 дм, ВВ< = 10 дм. 
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Доказательство теоремы 


Даиоі 

А ВСОА<ВіСіОі— прямоугольный 



• • • 


Доказать: ВіО’г ВА* + ВС* + ВВ* 
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